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1 Problemstellung

Den Ausgangspunkt fiir Entscheidungen und Aussagen bilden héufig Zéhlungen. Die prinzipi-
elle Vorgangsweise beim Vergleich von Z#éhlungen aus methodischer Sicht soll hier vorgestellt
werden. Es existieren statistische Verfahren, die auch bei kleiner Stichprobenzahl durchfithrbar
sind. Dass statistische Testverfahren nur bei hoher Probenzahl aussagekriftige Aussagen lie-
fern, gilt zwar fiir epidemiologische Untersuchungen bzw. fiir allgemein giiltige Aussagen {iber
die Grundgesamtheit. Fiir individuelle Vergleiche, die nur fiir die konkrete Fragestellung Er-
kenntnisse bringen sollen, gibt es statistische Tests, die unabhéngig von der Grofle der Stichpro-
be optimal sind und auflerdem vergleichsweise einfach durchzufiihren sind, wenn die Zdhlungen
eher kleinere Werte ergeben.

Fiir Messungen existieren in der Stochastik verschiedene geldufige Vergleichsverfahren
(wie t-Tests, Anova-Tabellen u.v.m.), die auf Grund des zentralen Grenzverteilungssatzes
auch auf umfangreiche diskrete Zdhlungen angewandt werden konnen. Ein auf grofier An-
zahl basierendes Verfahren stofit in der Praxis oft auf die Schwierigkeit, gleich bleibende
Voraussetzungen (Unabhiingigkeit oder unverénderte Verteilungsannahmen) garantieren zu
konnen. Hauptsichlich dann, wenn nur eine geringe Anzahl von Beobachtungen vorliegt, soll-
ten Vergleichsverfahren angewandt werden, die die tatséichliche Verteilung des Z#hlprozesses
ins Kalkiil ziehen.

Die Basis fiir allgemeine Zahlvorgéinge bildet der Poissonprozess. Vergleicht man zwei
Poisson-verteilte Zahlungen, ergibt nicht die absolute Differenz eine optimale Aussage iiber
den Unterschied der beiden Werte. Ein Umweg iiber den Anteil an der Summe beider Zahlen
fiihrt zu einer besseren Abgrenzung durch absolute Haufigkeiten. Diese Prozedur ist optimal
im Sinne der Trennschérfe von statistischen Testprozeduren. Der Vergleich zweier einfacher
Zahlungen wird dann auf eine Methode zum Vergleich von Vektoren von Hiufigkeiten erwei-
tert. Das Verfahren ist im Aufbau dhnlich dem exakten Test nach Fisher fiir alternativ verteilte
Merkmale, der zunéchst vorgestellt wird.

2 Haufigkeiten in einer Grundgesamtheit

Ein Vergleichsverfahren fiir absolute Hiéufigkeiten bei mehreren Stichproben ist der exakte Test
nach Fisher. Dafiir werden die Verteilungen von Héaufigkeiten mit identischer Klasseneinteilung



als Versuchsergebnis mit Gesamtanzahl N dargestellt. Das Versuchsergebnis liegt dann dann
in einer Aufteilung der Haufigkeiten auf verschiedenen Klassen als Histogramm mit absoluten
H#ufigkeiten vor.

Fiir den Vergleich mehrerer Haufigkeitszihlungen bei identischer Klasseneinteilung wird
eine Kontingenztafel erstellt. Das Merkmal X wird unter Klassen A; und Y unter Klassen B;

gezahlt.
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Die Randhéufigkeiten fiir X € A; und Y € B; sind
k
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Die Summe aller Hiufigkeiten bezeichnet IN. Der einfachste solcher Hiaufigkeitsvergleiche wird
in der Vierfeldertafel bei dichotomer Aufteilung auftreten. Bei zwei Gruppen wird eine Bi-
nomalverteilung verglichen. Die Zulassung medizinischer Behandlungen beruht meist auf ei-

nem solchen Entscheidungsverfahren, eine solche Vierfeldertafel sei beispielsweise

Vierfeldertafel:
Behandlung \ Resultat | Gesundheit verbessert nicht verbessert
Medikament 95 19 114
Placebo 27 11 38
122 30 N = 152

Ein asymptotisches Verfahren fiir die Feststellung von Unterschieden ist der y? -Test, wobei
die Héufigkeiten H;; mit dem Produkt der Randh&ufigkeiten H;, H,; verglichen werden. Liegt
kein Effekt auf X durch Y vor, sollte niherungsweise

H;; H;, H,;
N~ NN

gelten. Die Summe der normierten Quadratabstinde ist dann approximativ y? verteilt. Der

Test ist also nur fiir grofle Stichproben mit identischer Klasseneinteilung brauchbar.

Fiir kleine Probenanzahl wird ein exakter Test auf die Wirksamkeit des Faktors Y an-
gewandt. Als Priifverteilung wird die bedingte Verteilung der Haufigkeiten unter den Rand-
haufigkeiten herangezogen. Sind die Randsummen H;, und H,; fest, folgen die Zellenwerte der

Vierfeldertafel einer Hypergeometrischen Verteilung,
Hi.\ (Ha.
(%) ()

PlHy = K|H;,,H,;j| = )
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Fiir die Priifung der Hypothese, dass kein Effekt vorliegt, wird diese Hypergeometrische Wahr-
scheinlichkeit fiir das beobachtete K und alle anderen Werte J fiir H1; = J, die der Hypothese
noch eher widersprechen als der beobachtete Wert K, berechnet und summiert. Unterschreitet
diese Summe der Wahrscheinlichkeiten das Niveau des Tests (iiblicherweise 5%), wird auf einen
Effekt geschlossen. Wére beispielsweise obige Kontingenztafel

g \ Resultat | Gesundheit verbessert nicht verbessert

Behandlun
Medikament 94 20 114
Placebo 28 10 38
122 30 N = 152

ausgefallen, dann wiirde das einem Effekt des Medikaments eher widersprechen.

Das Prinzip des exakten Tests lidsst sich auf grofiere Kontingenztafeln verallgemeinern. Die
bedingte Verteilung unter festen Zeilen- und Spaltensummen wird bei mehr als zwei Klassen
des Merkmals X zu einer Poly-Hypergeometrischen Verteilung. Die Priifverteilung ist dann
eine multivariate Verteilung und die Anzahl der Kombinationen von H&ufigkeiten, die der
Hypothese eher widersprechen, wird sehr schnell extrem hoch. Die Durchfiihrbarkeit des Tests
leidet darunter. Es wird also verbreitet der y2-Test ersatzweise angewandt, obwohl in vielen
Programmpaketen der exakte Test enthalten ist.

Tatséchlich ist aber der exakte Test optimal. Man kann zeigen, dass es keinen anderen
ausgewogenen (unverfilschten) Test mit besserer Operationscharakteristik gibt. Das bedeutet,
die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art ist bei dieser Entscheidungsprozedur minimal.
Dieser Fehler tritt ein, wenn ein vorhandener Effekt nicht erkannt wird.

In vielen Situationen wird aber verlangt, die Zahlergebnisse direkt und ohne Zuordnung zu
Klassen zu vergleichen. Bevor ein solcher Test entwickelt wird, ist eine grundsétzliche Analyse

eines Zahlvorgangs hilfreich.

3 Poissonprozess

Absolute Zahlungen von Ereignissen folgen unter recht allgemeinen Bedingungen einer Pois-
sonverteilung Py mit Auftrittsrate A. Die Anzahl der Ereignisse in einem Zeitintervall [0, ¢] sei
ein Z&hlprozess N;. Die Indexmenge kann natiirlich eine andere als die Zeit sein, etwa eine
Lénge oder Flidche, an der an Punkten Ereignisse eintreten kénnen. Die Indexmenge kann
prinzipiell beliebig sein, solange sich die Additivitédtseigenschaften der Zahlung dquivalent zu
jenen einer Zahlung innerhalb von Zeiteinheiten verhalten.

Es seien folgende fiir eine allgemeine Z#dhlung nahe liegende Anforderung erfiillt.

e Ny =0, in einem Intervall ohne Inhalt kann auch kein Ereignis auftreten.

e Die Ergebnisse der Zahlungen in disjunkten Intervallen sind unabhéingig haben auflerdem
in gleichlangen Zeitraumen dieselbe Verteilung. Also die Zuwichse sind unabhéngig und

stationér.



e Fiir ’kleine’ Zeiteinheiten ist die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis proportional zur

Lénge des Zeitintervalls:
PN, =1] = Xh + o(h) .

e Es wird fiir ’kleine’ Zeiteinheiten sehr unwahrscheinlich, dass mehrere Ereignisse auftre-

ten. Das wird als Koinzidenzfreiheit bezeichnet und durch die Bedingung
P[Ny, > 2] = o(h)
spezifiziert.

Diese Voraussetzungen lassen nur mehr eine Poissonverteilung fiir den Zéhlprozess mit Rate
A zu, also Ny ~ Py, und daher sind auch die Zuwichse Ng; := N; — N, Poisson-verteilt mit
Parameter A(t — s) fiir Zeitpunkte ¢ > s.

Fine Z#hlung folgt also unter Homogenitéts- und Unabhéingigkeitsannahmen einer Poisson-
verteilung, effektive Anderungen am Modell driicken sich dann in Unterschieden der zu Grunde
liegenden Rate A aus. Mittels eines Verfahrens soll die Frage beantwortet werden, ob die Er-
gebnisse zweier einfacher Zéhlungen in unabhéngigen Abschnitten dieselbe Modellverteilung
besitzen. Wenn X; das Resultat der Zdhlung im Intervall der Lénge ¢; und unabhéngig davon
Xy entsprechend im Intervall der Lénge {5 das Resultat ist, dann wird bei gleich bleibender
Rate

Xl tg ~ X2 tl

verlangt. Bei gleichlangen Intervallen ¢; = to ist der Abstand in einem gewissen Sinn aus-
schlaggebend, nur stellt nicht direkt die Verteilung von |X; — Xs| eine geeignete Entschei-
dungsgrundlage dar.

Als praktisches Beispiel fiir eine Zdhlung unter obigen Bedingungen wihlen wir Daten aus
der Kriminalstatistik. Die Anzahl der Tétungsdelikte lag im Jahre 2008 in Osterreich bei 101
und im Jahre 2009 bei 141. Es erscheint gerechtfertigt, von einer signifikanten Verschlechterung

der Sicherheit auszugehen.

4 Test fiir Zahlvergleiche

Als prinzipielle Moglichkeit, Mittelwerte zu vergleichen, wird oft der ¢-Test eingesetzt. Dabei
wird der standardisierte Abstand der empirischen Durchschnittswerte mit dem Quantil einer
t-Verteilung als kritischem Wert verglichen. Die Anwendung dieses gebrauchlichen Tests auf
Zahlungen wird bei groflier Anzahl mit der Normalapproximation der Poissonverteilung ge-
rechtfertigt, hat aber prinzipielle und praktische Nachteile. Die Trennung von Mittelwert und
Varianz als voneinander unbeeinflusste Parameter, wie sie der Normalverteilung entspricht,
versagt bei der Poissonverteilung, wo Mittelwert und Varianz ident mit der Rate sind. Die
Voraussetzung fiir den ¢-Test sind identische Varianzen, was der zu priifenden Hypothese ent-
spricht. Insbesondere die notwendige Normalapproximation bringt es bei eher kleineren Zahlen



mit sich, dass die Operationscharakteristik des ¢-Tests unbrauchbar wird. Zudem verlangt die
Varianzschétzung aus einer einzelnen Beobachtung eine symbolische Aufteilung der Varianz.
Ein Testverfahren, das dem exakten Test von Fisher vergleichbar ist, besitzt die fiir diese
Situation optimale Operationscharakteristik unter unverfialschten Tests. Auch hier wird unter
der Summe der beiden Beobachtungen bedingt. Es sind X = z und Y = y zwei unabhéngige
Poissonverteilungen, fiir die die Hypothese identischer Raten Hy : Ax = Ay bzw. einseitige
Hypothesen wie H, : Ax < Ay gepriift werden sollen.
Die bedingte Wahrscheinlichkeit einer Beobachtung X unter der Summe S = X + Y ist
PX=kAnS=s]  plk;Ax) p(s —k;Ay)
P[5 = s] o psAx +Ay)

wobei p(k; A) die Punktwahrscheinlichkeit einer Poissonverteilung an der Stelle k£ mit Rate A

PX =klS=s] =

bezeichnet. Unter Giiltigkeit der Hypothese Hy : Ax = Ay = A und Beriicksichtigung, dass die

Summe Poisson-verteilt S ~ P,y ist, folgt

PIX = kS = 5] = ﬁ'_k), (%)

Diese bedingte Verteilung entspricht demnach einer Binomialverteilung B; o.5. Unter der Null-
hypothese sollten die beiden Beobachtungen X und Y im 1— « Bereich des Sollwertes s/2
liegen. Der Abstand unter der Beobachtung von X = x und Y = y ist

s 1
X—=| = |-
X =31 = gle—ul,
und die Nullhypothese wird zum Niveau « verworfen, wenn die Wahrscheinlichkeit
1
PIX ~ 5> e~ yllS=+] = PIX <alS=3s] + PX>4lS=s] > a

erfiillt. Der P-Wert dieses Tests ist die Summe der beiden letzten Wahrscheinlichkeiten, die mit-
tels der Binomialverteilung B, o 5 berechnet werden. Unterschreitet dieser P-Wert die Irrtums-
wahrscheinlichkeit, wird die Annahme gleicher Poissonprozesse abgelehnt. Dieses Priifverfahren
ist sehr einfach durchzufiihren. Trotzdem ist es optimal und trennt Nullhypothese und Gegen-
hypothese bestmoglich. Der Abstand zwischen den beiden Zdhlungen entscheidet iiber die
Nullhypothese, allerdings mit der Gewichtung dieser Binomialverteilung.

Betrachtet man jetzt nochmals die Steigerung der Totungsdelikte mit den Zahlungen
X = 101 und Y = 141, so ist die Summe der Binomialwahrscheinlichkeiten unter 101 und
iiber 141 mit der Binomialverteilung Bas2.0.5 gleich 0.0102. Der P-Wert ist also zwischen 1%
und 5%, die Antwort, ob eine signifikante Verdnderung gegeben ist, fillt nicht mehr so ein-
deutig aus. Bei 5% Irrtumswahrscheinlichkeit ist die Steigerung signifikant wihrend bei 1%
Irrtumswahrscheinlichkeit die hohere Anzahl an Toétungsdelikten noch nicht fiir den Beweis
einer signifikanten Steigerung ausreicht.

Zur numerischen Berechnung der Binomialwahrscheinlichkeiten kann bei ausreichend grofien
Werten auch eine Normalapproximation der Binomialverteilung angewandt werden. Es wird
dann

P[X <z|S=s] ~ ¢<w>

Vs 0.25



néherungsweise eingesetzt. Ab S > 150 sollte dann der P-Wert durch

1— |p —
PX <z|S=s] + P[X >y|S=s] ~ 2@(%)
approximierbar sein. Der approximierte P-Wert ist im obigen Beispiel gleich 0.012 mit identem

Testergebnis.

5 Simultaner Vergleich

Fiir einen gleichzeitigen Vergleich von verschiedenen Zihlungen wird das Prinzip des paar-
weisen Vergleichs verallgemeinert. Normalverteilte Messreihen werden mit den Methoden der
Varianzanalyse behandelt. Wie beim paarweisen Vergleich birgt die Anwendung der ANOVA
selbst bei grofer Anzahl erhebliche Schwachstellen in sich. Kleine einzelne Z&hlungen kénnen so
nicht miteinander verglichen werden. Die Standardmethoden der Varianzanalyse beruhen auf
identischen Varianzen der Messreihen, was bei Poissonverteilung der zu testenden Hypothese
identischer Raten entspricht. Wenn nur einzelne Messungen (und nicht der Durchschnitt meh-
rerer Zahlungen) einbezogen werden, kann keine empirische Varianz der Messreihe berechnet

werden.
Gehen wir von k Zaéhlungen X1, Xo,..., X} unter Poissonverteilung X; ~ P, aus, dann
lautet die Hypothese, dass kein Effekt auf die Zahlungen wirkt, Hy : Ay = Ao = ... = .

Das Testprinzip ldsst sich auf allgemeinere Hypothesen, beispielsweise Hp : A\; = Aj > A,
abwandeln. In der Folge diskutieren wir aber ausschliefllich die symmetrische, gleichméflige
Hypothese Hy : \; = A, Vi.

Falls alle Zdhlungen von derselben Poissonverteilung stammen bzw. dieselbe Rate besitzen,
dann sollte jeder Wert anndhernd denselben Anteil haben. Ist die Summe S = X1 + ... + X},

dann wird erwartet, dass

Xi:—
k

erfillt ist. Die Abstidnde zwischen X; und % entscheiden iiber die Annahme. Unter dem "Ab-
stand’ ist aber ein Mafl geméf} einer Wahrscheinlichkeitsverteilung gemeint. Wie im Fall zwei-
er Zahlungen ist dieses Mafl von der bedingten Verteilung der Zahlung unter der Summe

bestimmt. Die bedingte Finzelverteilung ist

Pix=nis=s = E0 ()

ks ZT;

und die gemeinsame Verteilung aller Werte ist

k ;
S H 1\™ s 1.,
PlXi=ar, . Mo =ailS =] = <:E1,...,33'k> , <E> B <:E1,...,33'k> (E) ’



- ) Die bedingte Verteilung ist somit eine Multinomial-

mit dem Multinomialkoeffizient (m1 o

verteilung M. 1k, ....1/x) mit Gesamtanzahl s und Eintrittswahrscheinlichkeit 1 k.
Die praktische Durchfiihrung des Tests bendtigt nur die Punktwahrscheinlichkeiten dieser
Multinomialverteilung, die mit

p(x1, ... xkls, k) = P[Xy =x1,..., X = |5 = 5]
bezeichnet wird. Es seien die konkret beobachteten Absténde vom Sollwert 7
s
di == |y — —|.
i | k’
Der P-Wert des Tests ist dann

S S
1 — P[’Xl_E‘§d17"'7’Xk_E‘§dk‘S:S]

-1 - P[%—dngingrdi; i=1,...,kS = s
=1 — Z p(ma,...,mgls, k),
mi,...,Mg

wobei die Summe iiber die Indizes m; im Bereich  —d; < m; < 7 + d; gebildet wird.

6 Anwendung und Veranschaulichung

Das Unterscheidungsverfahren fiir Zéhlungen lésst sich bei kleinerer Dimension und geringe-
ren Zahlungen durch die Bestimmung von gewichteten Abstdnden von Punkten durchfiihren.
Angenommene Ergebnisse der Zahlung, die vom Sollwert gleich weit oder weiter entfernt sind,
werden zusammengefasst und das Gewicht dieser Menge bestimmt die konkrete Entscheidung.
Dabei ist aber unter Abstand nicht prinzipiell der geometrische euklidische Abstand zu verste-
hen. Die Punktwahrscheinlichkeiten der Multinomialverteilung ergeben die Punkte mit Min-
destabstand bezogen auf das Zahlergebnis. Diese Punkte bilden eine Umgebung des Sollwerts.
Alle Punkte, die auferhalb (im geometrischen Sinn) dieser Umgebung liegen und im ganz-
zahligen Raster sind, konnen auch keine groffere Multinomialwahrscheinlichkeit besitzen. Fiir
drei Zahlwerte lésst sich die Durchfithrung des Tests mittels einer zweidimensionalen Graphik
einfach illustrieren.

Als Beispiel wihlen wir den Vergleich von Fehlerraten verschiedener Produktionen. Hier
sind kleinere Zahlwerte wiinschenswert. Bei einer Priifung der Produkte aus den Produktionen
A, B, C ergeben sich aus gleichgroflen Stichproben bei

Produkt A: 2 Fehler B: 4 Fehler C: 0 Fehler .
Die Hypothese, dass die Fehlerraten der drei Produktionen gleich sind, soll mit dem exakten
Poissonvergleichstest gepriift werden.

Die Summe ist daher S = 6 und alle ganzzahligen Ergebnisse mit Summe 6 bilden folgendes
Dreieck. Als Sollwert bei perfekter identischer Verteilung ergibt sich der Punkt (2/2/2). Die
Graphik zeigt die geometrische Umgebung des Sollwerts von Punkten, die denselben Abstand



wie die Beobachtung (2/4/0) haben oder auf einer Verbindungsstrecke liegen. Da nur Punkte
mit Summe 6 einbezogen werden, geniigt natiirlich die zweidimensionale Darstellung.

Figur 1: Sollwert, Beobachtung und Umgebungspunkte
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Die Multinomialwahrscheinlichkeit unter giiltiger Nullhypothese ist bei gegebener Dimension
k und Summe S = s immer proportional zum Multinomialkoeffizienten. Fiir die Dimension
k = 3 ist das Gewicht eines Punktes (z,y,s — z — y) dquivalent (also proportional) zu

() =007

Fiir die beobachteten Werte ist bei x = 2 und y = 4 dieses Gewicht

6
= 15.
(24)

Die Gewichte aller Punkte aus der Umgebung oder auflerhalb sind in folgender Graphik neben
den Punkten angegeben. Punkte mit Gewicht 15 oder weniger werden einbezogen.

Figur 2: Gewichte auflerhalb der Umgebung
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Die dunkel markierten Punkte (mit Gewichten) zéhlen zum Bereich, der zur Berechnung
des P-Wertes herangezogen wird. Der P-Wert berechnet sich aus dem Verhéltnis der Summe
der Gewichte dieser Punkte zur Summe aller Gewichte. In diesem Beispiel betréigt der P-Wert
0.177 und liegt somit deutlich iiber dem iiblicherweise verwendeten Signifikanzniveau von 5%.
Die Beobachtungen widersprechen nicht deutlich genug der Annahme, dass die Fehlerraten in
den drei Produktionen gleich sind. Die Nullhypothese wird nicht verworfen.

Angenommen, die Fehleruntersuchung bei den drei Produktionen fithrt zu folgendem Ergebnis.

Produkt A: 1 Fehler B: 5 Fehler C: 0 Fehler .
Die Summe der Fehler ist gleich geblieben, die Ermittlung des P-Wertes erfolgt analog dem
vorigen Beispiel mit gleichem Proportionalitéitsfaktor. Die Beobachtung hat jetzt das Gewicht

(55) = ¢

mit 9 Punkten, die gleich oder weniger Gewicht haben. Abbildung 3 zeigt den Abstand des
Sollwerts vom Beobachtungspunkt und den Umgebungspunkten.

Figur 3: Umgebungspunkte fiir (1/5/0)
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Die Summe der Umgebungspunkte fiihrt auf einen P-Wert von 0.053. Bei einer Irrtumswahr-
scheinlichkeit von 5% kann die Hypothese noch knapp angenommen werden, bei einem Niveau
von 10% wird aber die Annahme identer Fehlerraten in den drei Produktionen deutlich ver-
worfen.

Die Durchfithrung des Tests bei hoherer Dimension oder grofieren Werten als im obigen
Beispiel benotigt die Berechnung einer sehr grofien Anzahl von Multinomialkoeffizienten, die
noch dazu hohe Zahlen enthalten. Die aufwendige numerische Berechnung der Kombinationen
kann anderseits durch die Anwendung einer Normalapproximation umgangen werden, ohne
dass die Genauigkeit nennenswert leidet. Im Abschnitt 4 wird beschrieben, wie fiir die Bino-
mialwahrscheinlichkeit eine Normalwahrscheinlichkeit verwendet wird. Im hochdimensionalen
Fall ist eine solche Approximation einer Multinomialverteilung durch eine multivariate Nor-
malverteilung unbedingt erforderlich, um den Test durchfiithren zu kénnen.

Prinzipiell ist eine Multinomialverteilung M., ... g,) fiir groe N durch eine multivariate



Normalverteilung mit identem Mittelvektor und identer Kovarianzmatrix zu approximieren.
Diese Normalverteilung ist (k—1)-dimensional, wie die Multinomialverteilung auch, die k Para-
meter werden nur der Ubersichtlichkeit wegen angegeben. Fiir den Test wird die Multinomial-
verteilung M. 1k, ....1/x) mit Gesamtanzahl s und Eintrittswahrscheinlichkeit 1 /k angenéhert.

Die bedingte Verteilung des Zahlvektors X1, Xo, ..., X} unter der Gesamtanzahl S = s ist
asymptotisch normalverteilt

(X1, X0, ..., X}) 2, N(p, %)

mit dem Sollwert als Mittelvektor

und der Kovarianzmatrix
A B T
Kk k2
Dabei bezeichnet 1 = (1,..., 1)T den Einsvektor, und die k-ten Komponenten bei dem Vektor
und der Matrix werden fiir die (k — 1)-dimensionale Normalverteilung nicht beriicksichtigt.
Der Konfidenzbereich einer multivariaten Normalverteilung besteht aus einem Ellipsoid, und
der Umgebungsbereich einer Beobachtung ist dann der Bereich auflerhalb des Ellipsoids.

Die folgende Abbildung zeigt die graphische Darstellung des Umgebungsbereichs fiir ei-
ne Beobachtung der Dimension 3. Punkte auBlerhalb der Ellipse (rot markiert) bilden den
Umgebungsbereich mit dem P-Wert als Gewicht.

Y = diag(

Figur 4: Annahmebereich des Tests und Umgebung

X ... Zahlung 1
Y ... Zdhlung 2

P-Wert
Bereich

Sollwert = (X+Y+Z)/3



Da die Summe gegeben ist, wird vom Beobachtungsvektor (X, Y, Z) nur (X,Y") beriicksichtigt.
Der Abstand des Beobachtungswertes vom Sollwert bestimmt die Entscheidung iiber die Hy-
pothese identischer Verteilungen der Komponenten. Der Abstand wird aber mit einer durch
die Kovarianzmatrix transformierten Distanz (Mahalanobis-Distanz) gemessen.

Mit der multivariaten Verteilungsfunktion, die in vielen Mathematik-Paketen implemen-
tiert ist, lasst sich der exakte Poisson-Test mit geringem Aufwand durchfiihren.

Fiir eine aktuelle politische Fragestellung wenden wir den exakten Poisson-Test an. Das
Problem einer steigenden Kriminalitit wird héufig diskutiert. Die Anzahl aller angezeigten
Falle innerhalb eines Jahres ist sicher Poisson-verteilt. Um die Behauptung einer steigenden
Kriminalitét zu belegen, muss die Hypothese einer gleich bleibenden Rate signifikant verworfen
werden. Die Osterreichische Kriminalstatistik weist folgende Zahlen fiir alle angezeigten Félle

aus.
Jahr | Angezeigte Félle
2006 591.597
2007 572.695
2008 594.240
2009 589.495

Der Durchschnittswert der vier Jahre betrigt 587.007, dieser Sollwert und die Beobachtungs-
werte spannen den Umgebungsraum auf, dessen Gewicht mit der 3-dimensionelen Normalver-
teilung berechnet wird. Man erhélt die Wahrscheinlichkeit 0.0027, das ist der P-Wert. Eine
Ablehnung der Hypothese einer gleich bleibenden Rate ist nicht moglich, aus dieser Statistik
kann nicht auf Verdnderungen in der Anzahl angezeigter Fille geschlossen werden.

Zusammenfassung und Erweiterungen

Die vorgestellte Methode beinhaltet Tests fiir Hiufigkeiten und Zahlungen, die auch bei
kleinen Stichproben anwendbar sind und zudem optimal sind. Die Konstruktion basiert auf den
Eigenschaften suffizienter und vollstdndiger Statistiken, die mit dem bedingten Erwartungswert
zu optimalen Testverfahren fithren. Solche Statistiken existieren auch fiir andere Verteilungen.
So kann man dieses Prinzip beispielsweise auch fiir geometrische Verteilungen anwenden. Die
Zahlung erfolgt dann nicht in einer festen Zeiteinheit wie beim Poissonprozess, sondern dauert
bis zum Eintritt des ersten Erfolges. Die Negative-Binomialverteilung entspricht dann der
Zahlung bis zum wiederholten Erfolg (Eintritt eines bestimmten Ereignisses).

Ein weiterer Aspekt in der Analyse von Zahlvergleichen ist die Beriicksichtigung von Kennt-
nissen und Erfahrungen iiber die Struktur der Z&hlung. Primér bei wenigen Beobachtungen
sind Expertenwissen und a-priori Information wertvoll fiir die Bewertung von Testergebnissen.
Dazu werden Methoden von lernenden Systemen im Rahmen der Bayes‘schen Statistik ange-
wandt, deren eigentliche Grundlage bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilungen und bedingende



Ereignisfelder darstellen. Im allgemeinen reagieren Unterscheidungsverfahren unter Vorinfor-
mation fiir quantitative Groflen sensitiver als Verfahren ohne Vorinformation. Es bestehen
viele Moglichkeiten aussagekréftige statistische Verfahren auch bei kleinen Stichproben durch-
zufiihren.
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